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Аннотация. В статье рассматривается задача синтеза системы регулирования нелинейной 
системы сферического маятника с использованием метода компенсации нелинейностей. 
Решение данной задачи приводится как для случая математического, так и для случая 
физического сферического маятника. Синтез линейной системы регулирования реализуется за 
счет формирования ПИ-регуляторов по ошибкам углов отклонений по величинам отклонения 
угловых скоростей от нуля. Математическое моделирование синтезированной системы 
регулирования подтверждает применимость метода компенсации нелинейностей для синтеза 
нелинейных систем рассматриваемого типа. 
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Abstract. In this paper control synthesis problem for the nonlinear system spherical pendulum via 
nonlinearities compensation method is considered. Solution is provided for both cases: mathematical 
and physical types of spherical pendulum. Synthesis of a linear system is performed with PI regulators 
for angles and angular velocities regulatory errors. Numerical simulation of the derived control system 
shown the applicability of the nonlinearities compensation method for such control problems. 
 

Введение 
Однозвенный сферический маятник – это нелинейная динамическая 

система, которая для случая математического сферического маятника в 
сферической системе координат описывается следующей системой 
дифференциальных уравнений, приведенной к форме Коши: 
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а для случая физического сферического маятника: 
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(2) 

Для данных систем вектор состояния задается в следующем виде:  
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В уравнениях (1) и (2) и ряде последующих уравнений в целях упрощения 

восприятия опущена явная зависимость от времени элементов вектора x  и 
управлений ( )u tθ , ( )u tϕ , ( )v tθ , ( )v tϕ . Подробное описание математических 

моделей сферического маятника обоих типов приведено в работе [1].  
В рассматриваемой системе управление по каждому углу ( )u tθ  и ( )u tϕ  

формируется с целью регулирования – стабилизации системы в некотором 
заданном положении после перехода из некоторого исходного положения. Для 
линейных систем синтез подобной системы регулирования достаточно легко 
решается с использованием различных вариантов ПИД-регуляторов [2]. Для 
нелинейных систем сформировать ПИД-регулятор в явном виде не 
представляется возможным и для решения этой проблемы в данной работе 
предлагается использовать метод компенсации нелинейностей [3, 4]. 
 

Метод компенсации нелинейностей 
Метод компенсации нелинейностей применим для нелинейных систем, в 

которых закон управления может быть структурно выделен, т.е. уравнение 
состояния системы представимо в виде: 

( ) ( , ) ( , ) ( )x t f x t g x t u t= +&  
где ( , )f x t , ( , )g x t  в общем случае – нелинейные функции. Тогда, сформировав 
закон регулирования ( )u t  в следующем виде: 
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(3) 

получим линейную систему следующего вида: 
( ) ( )x t v t=&  

Для полученной линейной системы решается задача синтеза закона 
регулирования ( )v t  любым известным и подходящим методом. Затем 
осуществляется возврат к исходной нелинейной системе, где ( )v t  используется 
при вычислении ( )u t  в соответствии с уравнением (3). 
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Отметим, что в случае, если f(x,t) содержит линейную часть, которую 
можно структурно выделить, то тогда нет необходимости ее компенсировать, а 
также то, что данный подход может быть легко расширен на случай описания 
системы из нескольких дифференциальных уравнений. 
 

Синтез системы регулирования сферического маятника 
Для математической модели сферического маятника в форме Коши, 

описанной уравнением (1), используя идею метода компенсации нелинейностей, 
можно сформировать закон регулирования по каждому углу в следующем виде: 
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Полученная после этого линейная система дифференциальных уравнений, 
приведенных к форме Коши примет вид: 
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Аналогичным образом можно сформировать закон регулирования по 

каждому углу и для физического сферического маятника, который описывается 
системой уравнений (2): 
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соответствующая линейная система дифференциальных уравнений примет вид: 
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Для полученных линейных систем задача регулирования решается с 
использованием ПИ-регуляторов по величинам ошибок углов отклонения 
(относительно заданных) и величинам ошибок угловых скоростей (относительно 
нулевых). В этом случае законы управления для описанных выше линейных 
систем можно записать в виде: 
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где ( )tθµ , ( )tθµ & , ( )tϕµ , ( )tϕµ
&

 – соответствующие ПИ законы регулирования по 

углам и угловым скоростям. Ошибки по углу определяются следующим образом: 
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а интегралы ошибок по углу вычисляются следующим: 
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В результате, ПИ законы регулирования по каждому углу формируем как 
сумму ошибок, умноженных на соответствующие коэффициенты: 
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Аналогичным образом ПИ-законы регулирования по угловым скоростям 
примут вид: 

err err_int

err err_int

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ip

p i

t k t k t

t k t k t

θθ θ

ϕ ϕ ϕ

µ = θ + θ

µ = ϕ + ϕ
& &

& &

& &

& &
 

 

где err( )tθ& , err( )tϕ& , err_int( )tθ& , err_int( )tϕ&  – соответствующие ошибки по угловым 

скоростям. Отметим, что для определения коэффициентов ПИ-регуляторов 
можно использовать любой подходящий метод.  
 

Математическое моделирование системы управления 
Моделирование рассматриваемых нелинейных систем реализуется 

одношаговым методом Рунге-Кутты 4-го порядка [5, 6], со следующими 
параметрами системы: 

Масса маятника mт, кг .....................................................................1 
Масса шара mb, кг .........................................................................0,5 
Масса стержня ml, кг ....................................................................0,5 
Радиус шара r, м............................................................................0,1 
Длина стержня l, м (математический маятник) ............................1 
Длина стержня l, м (физический маятник).................................0,9 
Коэффициент демпфирования µ, Дж ⋅ с2/м2...............................0,5 

Величина ускорения свободного падения вычисляется в зависимости от 
географических координат по формуле из работы [7]. Значения коэффициентов 
ПИ-регулятора, следующие: 
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Заданные для стабилизации значения углов: зад 150θ = °  и зад 60ϕ = ° , а 

требуемые значения угловых скоростей – нулевые.  
Результаты моделирования математического сферического маятника 

представлены на рис. 1., а для физического сферического маятника – на рис. 2. 

 
Рис. 1. Моделирование системы регулирования математического сферического 

маятника 

 
Рис. 2. Моделирование системы регулирования физического сферического 

маятника 
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Отчетливо видно, что система регулирования выполняет свою задачу – 
происходит переход системы из начального положения в заданное положение и 
последующая стабилизация как для случая математического, так и для случая 
физического сферического маятника. 
 

Заключение 
В работе рассмотрено применение метода компенсации нелинейностей для 

синтеза системы регулирования нелинейной динамической системы 
сферического маятника (как для математического, так и для физического 
случаев). В качестве метода синтеза линейной системы использован ПИ-
регулятор. Результаты моделирования подтверждают возможность применения 
данного метода синтеза исходной нелинейной системы. 
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