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Аннотация. Представленный материал расширяет возможность исследования 
цилиндрических зубчатых передач с наклонно-арочными зубьями. Установлена взаимосвязь 
параметров зацепления с размером зуборезной головки. Определены экстремальные значения 
углов наклона наклонно-арочных зубьев для заданных основных размеров передачи. Для 
изучения изгибной прочности зубьев исследуемой передачи получены зависимости для 
расчета продольной кривизны и длины нарезаемых зубьев. 
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Abstract. The presented material expands the possibility of studying cylindrical gears with inclined-
arched teeth. The relationship of the engagement parameters with the size of the gear cutting head is 
established. The extreme values of the angle inclination of the inclined-arched teeth are determined 
for the given basic dimensions of the gear. To study the bending strength of the gear teeth under 
study, dependences were obtained for calculating the longitudinal curvature and length of the cut 
teeth. 
 

Цилиндрические зубчатые передачи с наклонно-арочными зубьями 
(далее – ЦЗПн-а) представляют собой конструктивную модификацию 
цилиндрических передач с арочными зубьями [1-10]. Исследования ЦЗПн-а, 
[11-13], описывают некоторые геометро-кинематические характеристики этих 
передач, а также особенности их зубонарезания. 

В настоящей статье изложены результаты дальнейшего исследования 
ЦЗПн-а, в которых параметры зацепления ЦЗПн-а рассмотрены во 
взаимосвязи с параметрами зуборезной головки, ее расположением 
относительно нарезаемого колеса, с учетом ограничительных условий. 

Основные параметры ЦЗПн-а: 1 2[ , , , , , ],W n Wa m b z z β  находятся по 

методике расчета ее ближайшего аналога – цилиндрической зубчатой 
передачи с косыми зубьями, то есть, из критерия контактной выносливости 
зубьев, [14]. По этой причине перечисленные параметры зацепления ЦЗПн-а в 
настоящей статье рассматриваются, как заданные. Одна из особенностей 
ЦЗПн-а заключается в том, что угол наклона ее зубьев β  меняется вдоль 

ширины зацепления Wb . Поэтому найденное из указанного критерия 

работоспособности значение угла β  для ЦЗПн-а будет только в среднем 

сечении ширины зацепления Wb , то есть, для nβ β= , рис. 1. Считаем, что угол 
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наклона зубьев ЦЗПн-а на одном торце шестерни (колеса) равен нулю, то 
есть, min 0β = . При этом, на другом торце шестерни (колеса) угол β  

принимает максимальное значение, то есть, β = βmax. 

 
Рис. 1. Угол наклона зубьев β  в среднем сечении 

 

Принятое условие min 0β = , рис. 2, будет выполняться, если ось 

зуборезной головки располагается на одном из торцов шестерни (колеса). 
Для заданных параметров nβ  и Wb  расчетный радиус зуборезной 

головки )(Por , обеспечивающий условие min 0β = , определяется равенством, 

рис. 2: 

( ) 0,5 / sino P W nr b β= ⋅ . 
По расчетному значению )(Por  из [1] берется ближайший больший 

номинальный радиус стандартной зуборезной головки / 2o or d= , [15]; (в 

частном случае величины )(Por  и r0 могут совпасть). 

Дальнейшие расчеты ведутся с использованием стандартного or . 

Поскольку ( )o o Pr r≥ , центр окружности зуборезной головки с номинальным 

радиусом or  сместиться от правого торца нарезаемой шестерни на величину 

sin 0,5o n Wr bβ∆ = ⋅ − ⋅ , вследствие чего минимальный угол наклона зубьев minβ  

уже не будет нулевым, рис. 2. 
Из рис. 2 следует: 

min

sin 0,5
sin sin 0,5 /o n W

n W o
o o

r b
b r

r r

ββ β⋅ − ⋅∆= = = − ⋅ , откуда 

( )min arcsin sin 0,5 /n W ob rβ β= − ⋅ . (1) 
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Рис. 2. Минимальный угол наклона зубьев minβ  

 
Аналогично находится maxβ , рис. 3: 

max

sin 0,5
sin sin 0,5 /W o n W

n W o
o o

b r b
b r

r r

ββ β∆ + ⋅ + ⋅= = = + ⋅ , откуда 

( )max arcsin sin 0,5 /n W ob rβ β= + ⋅ . (2) 

 
Рис. 3. Минимальный угол наклона зубьев maxβ  

 
Примечание к рисункам 1, 2, 3. Символ τ  обозначает касательную к 

окружности радиусом or  в точке ее пересечения со средним торцовым 

сечением, правым торцом и левым торцом шестерни соответственно. 
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Используя уравнение продольной линии наклонно-арочных зубьев [12], 

( )2 2 2
1 1 1 1 1 1cos sin sino o nR i r j r k r r rϕ ϕ ϕ β= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅

rr r r
, (3) 

определим начальный Hϕ  и конечный Kϕ  углы поворота шестерни для 

нарезания одной впадины между двумя соседними зубьями. Для этого 
достаточно последовательно приравнять координату 1z  в уравнении (3) двум 

его крайним значениям: 1 0,5 Wz b= ± ⋅ . В результате: 
2 2

, 1cos (0,25 sin ) /H K o n W W o nr b b r rϕ β β= ⋅ − ⋅ ⋅ ± ⋅ , (4) 

где 1 10,5 / cosn nr m z β= ⋅ ⋅  – делительный радиус шестерни. 

У слагаемого под корнем с двойным знаком “ ± ” знак “плюс” берется 
при расчете Hϕ , а знак “минус“ – при расчете Kϕ . 

Нарезание зубьев ЦЗПн-а осуществляется методом обкатки, поэтому 
вращение шестерни с угловой скоростью 1ω  и поступательное перемещение 

зуборезной головки со скоростью oV  являются взаимосвязанными 

движениями: 1 1oV rω= ⋅ . При этом расстояние S  между осями шестерни и 

зуборезной головки в направлении движения последней в процессе 
формирования одной впадины между двумя соседними зубьями шестерни 
меняется от maxS  до minS : 

max ( ) min( ) coso o PS r r β= − ⋅ , рис. 2, 

min ( ) max( ) coso o PS r r β= − ⋅ , рис. 3. 

Углы поворота шестерни Hϕ  и Kϕ  позволяют найти коэффициент 

перекрытия ЦЗПн-а: 
2 2

1 1 1(2 / ) (2 / )
o W oK H K H

r b r

P z z r

ϕ ϕ ϕ ϕε
π π

− −− −= = =
⋅ ⋅ ⋅

, (5) 

где 12 /P zπ= ⋅  – окружной шаг зубьев. 

Длина L  продольной линии (3) наклонно-арочного зуба, лежащей на 
делительном диаметре шестерни (параметр L  необходим для прочностных 
расчетов зуба): 

2 2 2
1 1 1

K

H

L x y z d
ϕ

ϕ

ϕ= + + ⋅ & & & , (6) 

где 
1 1 1

1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

/ sin ;

/ cos ;

/ / .o

x dx d r

y dy d r

z dz d r r r

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

 = = ⋅
 = = − ⋅


= = − ⋅ − ⋅

&

&

&

 (7) 

После подстановки (7) в (6) получим искомую зависимость для расчета 
длины продольной линии (3): 
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1

2 2
1

arcsin
( / )

K
K

H H

o o
oo

rd
L r r

rr r

ϕϕ

ϕ ϕ

ϕϕ
ϕ

 ⋅= ⋅ = ⋅  
−  

 . (8) 

Радиус кривизны продольной линии (3): 

( )
( )

3
2 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2
1

cos

sin cos

o

o o

r r r

r r r

ϕ ϕ ϕ
ρ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 − ⋅ ⋅ + ⋅ =
⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅

. (9) 

Пределы изменения радиуса кривизны ρ  определятся из уравнения (9) 

при подстановке значений Hϕ ϕ=  и Kϕ ϕ= . 

Проиллюстрируем полученные аналитические результаты, касающиеся 
параметров 

( ) min max min max[ , , , , , , , , , , , ]o P H K H Kr S S Lβ β ϕ ϕ ε ρ ρ∆ , 

численным примером расчета ЦЗПн-а со следующими характеристиками 
зацепления: 

14 ; 85 ; 19; 17 49 27 ;n W nm мм b мм z β ′ ′′= = = = o  

1 10,5 / cos 0,5 4 19 / cos17 49 27 39,92n nr m z ммβ ′ ′′= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =o . 

Результаты расчетов приведены в таблице 1. 
 

Табл. 1. 
Расчетный 
параметр ( )o Pr / or  ∆  minβ / maxβ  

Hϕ / Kϕ  minS / maxS  ε  L  minρ / maxρ  

Численное 
значение 

138,8/157,5 5,7 2,1°/35,2° 184,8°/225,9° 15,3/18,7 2,2 91,0 28,4/224,4 

 
Примечания к таблице. 
1) Расчетный диаметр зуборезной головки 

( ) ( )2 2 138,8 277,6o P o Pd r мм= ⋅ = ⋅ =
 

находится между двумя стандартными номинальными диаметрами 
зуборезной головки , 250 315( )od равными и мм , [17]. Так как должно 

выполняться условие ( )o o Pr r≥ , принят больший стандартный номинальный 

диаметр 315od мм= , для которого / 2 315 / 2 157,5o or d мм= = = . При этом: 

( )157,5 138,8o o Pr мм r мм= > = . 

2) Линейные размеры в таблице даны в мм.  
 

Выводы 
Для увеличения коэффициента перекрытия ЦЗПн-а следует принимать 

ближайший больший стандартный размер зуборезной головки or  к ее 

расчетному значению ( )o Pr , то есть, выполняя условие ( )o o Pr r≥ , что исключает 

отрицательные углы наклона зубьев в ЦЗПн-а. Получены аналитические 
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зависимости для кривизны и длины продольной линии зубьев, формулы (8) и 
(9). Они могут быть использованы для оценки прочностных характеристик 
наклонно-арочных зубьев, а также при исследовании геометро-
кинематических показателей ЦЗПн-а: интерференции профилей, приведенной 
кривизны рабочих поверхностей зубьев, удельного скольжения и др. 
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