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Аннотация. Рассматривается постановка и решение задачи синтеза алгоритма управления 
выравниванием терминального вертикального посадочного маневра летательного аппарата 
методом обратных задач динамики с использованием концепции «гибких» полиномиальных 

траекторий. 
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Abstract. We consider the formulation and solution of the problem of synthesis of an algorithm for 
controlling the alignment of a terminal vertical landing maneuver of an aircraft by the method of 
inverse dynamics problems using the concept of "flexible" polynomial trajectories. 
 

В области автоматизации процессов управления полетом летательных 
аппаратов (ЛА) ключевыми являются задачи терминального управления, 
заключающиеся в приведении аппарата с необходимой точностью в целевое 
состояние за заданный конечный (терминальный) интервал времени [1]. В 
настоящей работе, развивающей исследования [2-6], представлен вариант 
компьютерной реализации алгоритма терминального управления ЛА методом 
обратных задач динамики с использованием принципа «гибких» 
корректирующих полиномиальных траекторий. 

Математическая модель вертикального маневра ЛА 
Полагаем, что вертикальный маневр ЛА выполняется на конечном 

интервале времени ],[ кн ttTt =∈ , где нt  и кt  – моменты начала и окончания 
маневра соответственно. 

Математический имитатор вертикального маневра ЛА представляет 
собой систему дифференциальных уравнений, описывающих поступательное 
движение его центра масс и его вращение вокруг центра масс, а также 
уравнение автопилота: 

θ= sinVH& , θ= cosVL& , (1) 

gnV x )sin)(( θ−α=& , Vgny /)cos)((3,57 θ−α=θ& , (2) 

zω=ϑ& , zzzzzz JSqbmVbmm z / ])3,57/([ 3,57 АА δ+ω+=ω δω
& , (3) 

zz
кuк ω+−ϑ=δ ωϑ )( . (4) 
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Здесь: H , L , V  – высота, дальность и путевая скорость полета 
соответственно; α , θ , ϑ , δ  – угол атаки, наклона траектории, тангажа и 
отклонения руля высоты соответственно; zω  – угловая скорость тангажа; xn , 

yn  – продольная и нормальная перегрузки соответственно; zI  – момент 

инерции аппарата относительно поперечной оси; S  – площадь крыла; Ab  – 

средняя аэродинамическая хорда крыла; zm  – момент тангажа, z
zmω  – частная 

производная zm  по 1−ω=ω VbAzz , δ
zm  – коэффициент эффективности руля 

высоты; g  – ускорение силы тяжести; 2/2Vq ρ= , ρ  – плотность воздуха; u  – 

сигнал управления на автопилот; ϑк , 
z

кω  – известные коэффициенты 

настройки автопилота. 
Принцип «гибких» траекторий в задачах терминального 

управления ЛА 
В теории и практике терминального управления ЛА все большую 

популярность приобретает принцип «гибких» траекторий [2-4], реализующий 
чисто программную стратегию управления аппаратом. Согласно данному 
принципу, в контур управления ЛА включается механизм планирования 
«гибких», обновляемых (пересчитываемых) с заданной периодичностью 
программных траекторий движения, обеспечивающих выполнение 
терминальной цели управления из состояний, соответствующих моментам 
времени их обновления. Здесь сочетаются достоинства «жестких» и «гибких» 
траекторий путем использования основной «жесткой» программной 
составляющей управления )(tu∗ , реализующей требуемое движение аппарата 
по номинальной траектории в идеальных условиях (при отсутствии 
возмущений) и дополнительной «гибкой» программной составляющей 
управления )(tu∆ , обеспечивающей терминальную стабилизацию 
номинальной траектории аппарата в реальных условиях (при наличии 
возмущений). При этом «жесткое» программное управление является 
решением двухточечной краевой задачи «в большом» на основе 
неупрощенной нелинейной модели динамики, а «гибкое» управление - 
решением задачи терминального управления «в малом» на основе 
упрощенной линеаризованной модели динамики аппарата. 

В результате, управляющий сигнал на вход автопилота ЛА формируется 
в следующем виде: 

)()()( tututu ∆+= ∗ . (5) 
Поскольку современные бортовые ЦВМ позволяют формировать 

«гибкие» траектории на каждом шаге квантования времени, то данная 
программная стратегия управления )(tu  становится стратегией программно-
позиционного управления, реализующей механизм «размыкаемых обратных 
связей» (концепция Open-Loop Optimal Feedback). 
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Синтез алгоритма управления выравниванием посадочного 
маневра ЛА 

Расчет программного режима посадочного маневра ЛА произведем при 
помощи решения краевой задачи с использованием a priori заданной 
траектории выравнивания аппарата в виде полинома пятого порядка: 

5432
543210)( tсtсtсtсtссtH +++++= , (6) 

коэффициенты которого iс , 5 ,0=i , выражаются через начальное и конечное 

(целевое) состояния маневра следующим образом: 

н0 Hс = ; н1 Hс &= ; н5,02 Hс &&= ; 
1

нк

2
нк

3
нк )3(5,0)64()(103

−−− −++−−= THHTHHTHHс &&&&&& ; 
2

нк

3
нк

4
нк )5,1()87()(154

−−− −−++−−= THHTHHTHHс &&&&&& ; 
3

нк

-4
нк

5
нк )(5,0)(3)(65

−− −−−+−= THHTHHTHHс &&&&&& ; 

кн ttT −= . 
Из выражения (6) находится программное изменение высоты полета 
)(tH ∗  в режиме выравнивания, а программные значения остальных 

переменных состояния )(tV ∗ , )(t∗α , )(t∗θ  и программное изменение 

отклонения руля высоты )(t∗δ  находятся на основании следующих уравнений: 

gVnV x ]/)([ ϕ−α=& , (7) 

01//])()([)( 22 =−ϕ−ϕ−α+ϕα=α gVVnnf yx & , (8) 

)/sin(arc Vϕ=θ , (9) 
δω

α ω−α−ω=δ zzAzzzz mVbmmqbJ z 3,57/]/)(3,57/[ & . (10) 

В результате, программная «жесткая» составляющая управления )(tu∗ , 
подаваемая на автопилот ЛА, находится посредством использования 
найденных программ )(t∗θ , )(t∗ϑ  и )(t∗δ , согласно формуле: 

)()/1()()/()()( tкtккttu zz
δ−ω+ϑ= ϑϑω . (11) 

Программная «гибкая» составляющая управления )(tu∆  находится по 
следующей линейной математической модели возмущенного движения ЛА, 
полученной путем линеаризации относительно программной траектории 

)(tH ∗  исходной нелинейной математической модели движения [4]: 

δ∆−α∆−ω∆−=ω∆ 13012011 aaa zz& , 

042 =α∆=ω∆ az , θ∆=∆ 22aH& , α−ϑ=θ , 

zкuк ω∆+∆−ϑ∆=δ∆ ωϑ )( , 

где ϑ∆ , θ∆ , α∆ , H∆ , δ∆  – отклонения углов тангажа, наклона траектории, 
атаки, высоты и перекладки руля высоты от их программных значений ∗ϑ , ∗θ , 

∗α , ∗H , ∗δ  соответственно. 
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Коэффициенты 011a , 012a , 13a , 22a , 42a  вычисляются по формулам: 

)/(A011 zz JVbSqma ∗∗ϖ−= , zz JbSqma /3,57 A012
∗α−= , 

zz JbSqma /3,57 A13
∗δ−= , 3,57/cos22

∗∗ θ= Va , 

))/(3,57(42
∗∗∗α += GVPSqcga y , 2/

2∗∗ ρ= Vq , 

где P  – сила тяги двигателей; G  – вес аппарата; α
zm  и α

yc  – частные 

производные коэффициента yc  и момента zm  по α; звездочка «*» означает 

вычисление формул на программной траектории выравнивания )(tH ∗ . 
Программа изменения отклонения высоты полета от «жесткой» 

программы выравнивания )(tH∆  является полиномом четвертого порядка: 

∑
=

γ=∆
4

1

)()(
i

ii tctH , 4
к

1 )()( tttt i
i −=γ − , 4 ,1=i . 

Закон управления )(tu∆ , реализующий программу )(tH∆ , имеет вид: 

)()()()()()()()()( ttrttrtHtrtHtrtu zHH z
ω∆+ϑ∆+∆+∆=∆ ωϑ

&
& , (12) 

где параметры )(trH , )(trH& , )(trϑ , )(tr
zω  определяются формулами: 










−
−=

ϑ
4

к422213 )(

8401
)(

ttкaaa
trH , (13) 





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


−+

−
+

−
−

−
−=

ϑ

)(
16

)(

120

)(

4801
)( 42012

3
42

к

2
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2
к

42
3

к422213

aaa
tt

a

tt

a

ttкaaa
trH& , (14) 



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

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−
−

−
−= ϑ

ϑ
ϑ )(

16

)(

1201
)( 2

4201201113
к

42
2

к13

aaaкa
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a
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







+++

−
−= ϑ

ϑ
ω )(

161
)( 4201113

к13

aaкa
ttкa

tr
z

. (16) 

В результате, алгоритм решения задачи выравнивания посадочного 
маневра ЛА базируется на аппарате обратных задач динамики и содержит 
следующие этапы: 

1. Исходя из заданного начального и конечного состояний маневра ЛА 
рассчитывается «жесткая» программа выравнивания по формуле (6): 

)(tHH ∗∗ = , Tt ∈ . 
2. Методом численного интегрирования дифференциального уравнения 

(7) находится программное изменение скорости: )(tVV ∗∗ = , Tt ∈ . 
3. Путем решения трансцендентного уравнения (8) находится 

программное изменение угла атаки: )(t∗∗ α=α , Tt ∈ . 
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4. По найденной программе )(tV ∗  по формулам (9) и (1) находятся 
программные изменения угла наклона траектории и дальности полета 
соответственно: )(t∗∗ θ=θ , )(tLL ∗∗ = , Tt ∈ . 

5. По найденным программам )(t∗α  и )(t∗θ  находится программное 

изменение угла тангажа: )()()( ttt ∗∗∗∗ θ+α=ϑ=ϑ , Tt ∈ . 

6. Методом численного двухэтапного интегрирования программы )(t∗ϑ  
находятся программные изменения угловой скорости и углового ускорения 
тангажа: )(tzz

∗∗∗ ω=ϑ=ω & , )(tzz
∗∗∗ ω=ϑ=ω &&&& , Tt ∈ . 

7. По найденным программам )(tV ∗ , )(tz
∗ω , )(tz

∗ω&  по формуле (10) 
находится программное изменение угла отклонения руля высоты: 

)(t∗∗ δ=δ , Tt ∈ . 

8. По найденным программам )(t∗ϑ , )(tz
∗ω , )(t∗δ  по формуле (11) 

находится основной программный сигнал управления на автопилот: 
)(tuu ∗∗ = , Tt ∈ . 

9. По формулам (12)-(16) находится дополнительный программный 
сигнал управления на автопилот: 

)(tuu ∆=∆ , Tt ∈ . 
10. По формулам (5) и (4) находятся окончательные значения 

управляющего сигнала на автопилот и сигнала отклонения руля высоты: 
)(tu , )(tδ , Tt ∈ . 

Исследование синтезированного алгоритма управления 
выравниванием посадочного маневра ЛА 

Проведена компьютерная апробация алгоритма, реализованного в среде 
MATLAB на примере выполнения терминального посадочного маневра ЛА на 
этапе выравнивания (см. рис. 1) для семейства среднемагистральных 
самолетов Ту-204/214. 

 
Рис. 1. 
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На рисунках 2, 3 представлены графики «гибких» траекторий и углов 
отклонения руля высоты для следующих начальных и конечных условий: 

с0н =t , м151н =H , м3,1 1н2н HH = , м/c80н =V , 

с5к =t , м4к =H , м/c65к =V . 
Здесь, на рисунках, четыре кривые демонстрируют четыре случая 

реализации метода «гибких» траекторий выравнивания посадочного маневра 
ЛА: варианты В1 и В3 соответствуют начальным условиям 1нH  и 2нH  при 
отсутствии возмущений, а варианты В2 и В4 - при наличии гармонического 
возмущения. 

 
Рис. 2. 

 
Рис. 3. 

 
Компьютерное исследование синтезированного алгоритма показало 

высокое качество посадочного маневра ЛА и выполнение всех необходимых 
требований и ограничений. Следует отметить наличие в данной системе 
терминального управления особенность в конечной точке [7]. 
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