
JARiTS. 2022. Issue 30 

 47 

https://doi.org/10.26160/2474-5901-2022-30-47-56 
 

ДИНАМИЧЕСКИЕ ИНВАРИАНТЫ В ОЦЕНКЕ СТРУКТУРНЫХ 
ОСОБЕННОСТЕЙ МЕХАНИЧЕСКИХ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 
ПРИ УСЛОВИИ СВЯЗНОСТИ ВНЕШНИХ СИЛОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
 

Елисеев А.В.1,2, Кузнецов Н.К.2, Николаев А.В.1 
1Иркутский государственный университет путей сообщения; 

2Иркутский национальный исследовательский технический университет, 
Иркутск, Россия 

 
Ключевые слова: структурные методы математического моделирования, механические 
колебательные системы, режимы динамического гашения колебаний, передаточные функции, 
динамическая податливость, динамические инварианты, связность внешних силовых 
возмущений. 
Аннотация. Развивается методология структурного математического моделирования в 
задачах оценки, контроля и формирования динамических взаимодействий элементов 
технических объектов транспортного и технологического назначения, находящихся в 
условиях внешних силовых возмущений. Рассматривается задача отображения изменений 
структурных особенностей механических колебательных систем с двумя степенями свободы 
в виде многообразия динамических инвариантов. Рассмотрены структурные особенности 
механических колебательных систем, принимающие критические значения 
массоинерционных параметров и параметров жесткости элементов системы. В рамках 
концепции динамических инвариантов структурные особенности механических 
колебательных системе отображены интегральными характеристиками, обозначающими 
количество динамических особенностей в виде резонансов, режимов обнуления амплитуд 
колебаний координат объекта, положительных и отрицательных форм динамических 
взаимодействий элементов механических колебательных систем при условии связности 
внешних силовых возмущений. Разработан подход в рамках методологии структурного 
математического моделирования для интерпретации структурных особенностей 
механических колебательных систем с помощью динамических инвариантов. 
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Abstract. The methodology of structural mathematical modeling is being developed in the tasks of 
evaluation, control and formation of dynamic interactions of elements of technical objects of 
transport and technological purposes under conditions of external force disturbances. The problem of 
displaying changes in the structural features of mechanical oscillatory systems with two degrees of 
freedom in the form of a variety of dynamic invariants is considered. Structural features of 
mechanical oscillatory systems taking critical values of mass-inertia parameters and stiffness 
parameters of system elements are considered. Within the framework of the concept of dynamic 
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invariants, structural features of mechanical oscillatory systems are represented by integral 
characteristics denoting the number of dynamic features in the form of resonances, modes of zeroing 
the amplitudes of the oscillation of the coordinates of the object, positive and negative forms of 
dynamic interactions of elements of mechanical oscillatory systems under the condition of 
connectivity of external force disturbances. An approach has been developed within the framework 
of the methodology of structural mathematical modeling for the interpretation of structural features 
of mechanical oscillatory systems using dynamic invariants. 
 

Введение. В настоящее время значительное внимание уделяется 
проблемам безопасности технических объектов транспортного и 
технологического назначения в условиях вибрационного нагружения, 
проблемам обеспечения динамического качества взаимодействия элементов 
вибрационных технологических машин [1]. Решение широкого круга задач 
динамики, связанных с проблемами обеспечения динамического качества 
технологических вибрационных машин или работы технических объектов 
транспортного назначения в условиях вибрационных нагружений, 
предполагает разработку методологической базы, основы, позволяющей в 
рамках системного подхода проводить оценку, контроль и формирование 
динамических состояний механических колебательных систем, 
рассматриваемых в качестве расчетных схем широкого класса технических 
объектов [2-5]. Особое внимание в формировании динамических состояний 
вибрационных технологических машин уделяется учету неудерживающих 
связей как ключевого фактора специальных динамических режимов [7-13]. 

В рамках методологии структурного математического моделирования 
механическим колебательным системам, используемым в качестве расчетных 
схем технических объектов, сопоставляются схемы эквивалентных в 
динамическом отношении систем автоматического управления. На основе 
структурной схемы для оценки динамических состояний объекта строится 
передаточная функция, амплитудно-частотная характеристика которой, 
представляющая в физическом смысле динамическую податливость упругой 
системы в зависимости от частоты внешнего возмущения, отображает 
динамические особенности в виде частот резонанса, режимов обнуления 
амплитуд колебания оцениваемого объекта и форм динамического 
взаимодействия элементов механической колебательной системы. 
Приложение к системе дополнительной силы с учетом связности позволяет 
построить семейство амплитудно-частотных характеристик. В общем случае, 
зависящее от коэффициента связности сил, бесконечное семейство 
амплитудно-частотных характеристик может быть разбито на конечное 
множество так называемых динамических инвариантов, отображающих 
целочисленные особенности податливостей системы. 

Вместе с тем, изменение структурных особенностей механических 
колебательных систем, выражающихся в достижении параметрами системы 
критических значений, может привести к изменению динамических свойств 
механической колебательной системы, которые могут быть отображены 
набором динамических инвариантов [14-19]. 
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Статья посвящена разработке метода оценки динамических состояний 
механических колебательных систем в зависимости от структурных 
особенностей. 

I. Основные положения. Постановка задачи. Рассматривается 
механическая колебательная система, образованная массоинерционным 
элементом m1, отображающим объект оценки, и дополнительным 
массоинерционным элементом m2 (рис. 1). Массоинерционные элементы 
связаны между собой и с опорными поверхностями с помощью упругих 
элементов с жесткостями k1, k2, k3. К элементу m1 приложено силовое 
возмущений Q1, к элементу m2 – дополнительное силовое возмущение 
Q2=γQ1, где γ – коэффициент связности. Под воздействием синфазных 
силовых возмущений Q1, Q2 элементы m1, m2 совершает малые 
установившиеся колебания y1, y2 относительно положения статического 
равновесия. 

3k2k1k
2m

1m

2y
1y

1Q 2Q

 
Рис. 1. Механическая колебательная система: m1, m2 – массоинерционные элементы; 
k1, k2, k3 – жёсткости упругих элементов; y1, y2 – обобщенные координаты, Q1, Q2 – 

внешние силы 
 

При условии отсутствия дополнительной силы γ = 0 система совершает 
малые вынужденные установившиеся колебания на частоте внешнего 
силового возмущения. Динамические особенности движения 
массоинерционного элемента m1 могут быть охарактеризованы с помощью 
динамической податливости, равной отношению амплитуды колебания 
массоинерционного элемента к амплитуде силового возмущения. 
Динамическая податливость как величина, зависящая от частоты внешнего 
возмущения, определяется параметрами системы, включая парциальные 
частоты и собственных частоты системы. Бесконечное множество 
динамических податливостей может быть разбито на конечное число 
подмножеств, условно называемых динамическими инвариантами, 
отображающих существенные особенности взаимодействия элементов 
механической колебательной системы. Приложение к массоинерционному 
элементу m2 семейства дополнительных силовых возмущений в зависимости 
от коэффициента связности определяет множество состояний, которые могут 
быть охарактеризованы набором динамических инвариантов. Вместе с тем, 
открытым является вопрос зависимости наборов динамических инвариантов 
от структурных особенностей механических колебательных систем, 
выражаемых в терминах предельных значений параметров исходной системы. 

Задача заключается в оценке совокупности динамических состояний в 
зависимости от параметров механической колебательной системы. 
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II. Математическая модель. На основе использования известных 
методов [2-5], включающих построение системы дифференциальных 
уравнений в рамках формализма Лагранжа и интегральных преобразований 
Лапласа, расчетная схема может быть представлена структурной схемой 
эквивалентной в динамическом отношении системы автоматического 
управления (рис. 2), где Q̅1 – является входным сигналом, а y̅1 – выходным. 
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Рис. 2. Структурная схема механической колебательной системы. p=jω – 
комплексная переменная, j =√-1, символ «-» над переменной означает 

преобразование Лапласа [20] 
 

На основе структурной схемы (рис. 2) c может быть построено 
передаточное отношение y̅1/Q̅1: 
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Соответствующая амплитудно-частотная характеристика имеет вид: 
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В физическом смысле амплитудно-частотная характеристика 
отображает динамическую податливость. В зависимости от параметров 
системы и значений коэффициента связности амплитудно-частотные 
характеристики могут отображать множество динамические особенностей 
механической колебательной системы (рис. 3). В общем случае существенные 
особенности бесконечного множества амплитудно-частотных характеристик 
могу быть представлены с помощью конечного набора динамических 
инвариантов [19]. В свою очередь характеристики динамических инвариантов 
могут быть представлены выражениями вида Si

jFk
l, где i – количество 

состояний обнуления амплитуд колебаний, j – количество резонансов, k-
количество отрицательных динамических форм взаимодействий, l –
количество положительных форм взаимодействий. В наиболее обобщенной 
форме существенные особенности динамических состояний могут быть 
представлены в виде интегральной характеристики, равной сумме 
динамических особенностей. 

В зависимости от уровня детализации представлений амплитудно-
частотные характеристики (рис. 3,а-н) могут быть представлены в виде 
динамических инвариантов с характеристиками S∞

0F0
0, S0

0F0
1,…, S1

2F2
2. В 

наиболее обобщенной точки представленные характеристики могут быть 
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представлены в виде наборов характеристик J∞, J1, J2, J3, J4, J5, J6, J7, 
отображающих с помощью индекса сумму динамических особенностей. 
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Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики с заданными характеристиками 
динамических инвариантов. а) S∞
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III. Оценка связи динамических многообразий в зависимости от с 
структурных особенностей механической колебательной системы. В 
рамках разработанной концепции могут быть построены зависимости 
динамических многообразий состояний от параметров системы. В 
обобщенном виде особенности динамических совокупностей могут быть 
представлены в виде графа динамических многообразий (рис. 4). 
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Рис. 4. Граф динамических многообразий 

 
Совокупность динамических состояний, отображающая структуру 

механической колебательной системы (рис. 1) при условии, что собственные 
частоты отличны от нуля и различны представляются динамическими 
инвариантами с характеристиками J3J5J6J7. Обнуление упругой связи с одной 
из опорных поверхностей k1→0 или k3→0 не изменяет многообразие 
динамических инвариантов. Вместе с тем, одновременное обнуление упругих 
связей с обеими опорным поверхностями k1→0, k3→0 приводит к 
формированию механической колебательной системы, обладающей 
динамическим многообразием состояний с характеристиками J2J3J4J6. 
Обнуление массоинерционного элемента m1 так же приводит к формированию 
механической колебательной системы со специфическим набором 
динамических инвариантов, обладающим характеристиками J2J3J4J6. 
Неограниченное увеличение жесткости k1→∞ или массы m1→∞ приводит к 
запиранию система на любой частоте, что выражается динамическим 
инвариантом с характеристикой J∞. При выполнении одного из условий 
k3→∞, m2→∞, k2→0 система обладает динамическим многообразием в виде J3, 
что может быть охарактеризовано как редукция к системе с одной степенью 
свободы. Выполнение одного из условий m2→0, k2→∞ приводит к 
динамическом многообразию J3J∞. 

Заключение. Рассмотрена механическая колебательная система с двумя 
степенями свободы, находящаяся под воздействием связной совокупности 
силовых возмущений. В рамках методологии структурного математического 
моделирования введено понятие динамического инварианта, отображающего 
представление о структурных особенностях динамической податливости 
оцениваемого объекта механической колебательной системы, находящейся 
под воздействием внешних силовых возмущений, зависящих от 
коэффициента связности. Изменение коэффициента связности внешних 
возмущений формирует многообразие динамических податливостей 
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механической колебательной системы в виде конечного набора динамических 
инвариантов, количество динамических особенностей которых отображается 
интегральными характеристиками в виде кусочно-постоянных функций 
коэффициента связности. 

На основе перебора возможных критических параметров механической 
колебательной системы устанавливается связь между структурными 
особенностями механической колебательной системы и многообразиями 
динамических податливостей в виде ориентированного графа. Вершинами 
графа служат совокупности характеристик динамических инвариантов или их 
интегральные характеристики. Направленными дугами служат критические 
параметры, отражающие структурные особенности механической 
колебательной системы. 

Таким образом, разработан подход к оценке динамических 
податливостей системы, нагруженной связными силовыми возмущениями, в 
зависимости от структурных особенностей системы. 
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