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Аннотация. Математическая формулировка ряда физических задач может быть описана с 
помощью дифференциальных уравнений или системы дифференциальных уравнений, 
содержащие малый параметр. Такие задачи в общем случае не может быть решены точно. 
Однако, если при некотором фиксированном значении малого параметра, краевая задача 
решается точно или сравнительно легко, то есть смысл найти решение исходной краевой 
задачи в виде асимптотического разложения по степеням малого параметра. Разработанные в 
настоящее время асимптотические методы построены по этому принципу. В данной работе 
асимптотическое представление краевой задачи находится согласно алгоритму метода 
интегро-дифференциальных уравнений. Дана оценка точности между точным и 
приближенным решением. 
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Abstract. The mathematical formulation of a number of physical problems can be described using 
differential equations or systems of differential equations containing a small parameter. In the 
general case, such problems cannot be solved exactly. However, if for some fixed value of a small 
parameter, the boundary value problem is solved exactly or relatively easily, then it makes sense to 
find a solution to the original boundary value problem in the form of an asymptotic expansion in 
powers of a small parameter. The asymptotic methods currently developed are based on this 
principle. In this paper, the asymptotic representation of the boundary value problem is found 
according to the algorithm of the method of integro-differential equations. An estimate of the 
accuracy between the exact and approximate solution is given. 
 

Введение. Теория краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений представляет собой весьма развивающиеся разделы теории 
дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений. Это 
обусловлено, с одной стороны, важностью практического приложения теории 
краевых задач при решении разнообразных задач науки и техники, а также 
решения ряда теоретических вопросов, связанных с обоснованием 
эффективных методов отыскания решений краевых задач. Метод интегро-
дифференциального исследования двухточечных краевых задач разработан в 
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работах [1-5], а его дискретный аналог дан в статье [6]. Целью данной работы 
является задача асимптотического представления решения трёхточечной 
краевой задачи дифференциального уравнения второго порядка с малым 
параметром. 

Рассмотрим краевую задачу 
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где , ,a b k и d  – постоянные, вещественные числа. Прибавляя в правую часть 
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На основании этих соотношений из краевого условия (2) получим 
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Следовательно, 

1

1
0 12 2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2
1 10 0 0 0

2( )2 2( )
( ) ( )

2 2
[ ( ) ( , ( , ))] [ ( ) ( , ( , ))] .

t s T s

bt kTd a b k
c c

bt kT bt kT bt kT

b k
g f x d ds g f x d ds

bt kT bt kT

++ +α = − ε − ε −
+ + +

− τ + ε τ τ ε τ − τ + ε τ τ ε τ
+ +∫ ∫ ∫ ∫

 

Поставляя значение параметра в (3), получим интегральное уравнение 
вида 
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Теорема 1. Для интегрируемой на отрезках 1[0, ], [0, ]t T  функции ( )f t  

справедливы оценки 
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Теорема 2. Для интегрируемой на отрезке [0, ]T  функции ( )f t  
справедлива оценка 
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Асимптотическое разложение решения интегрального уравнения (4) 
ищем в виде 

2
0 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ... .x t x t x t x tε = + ε + ε +   (8) 

Поставляя (8) в (4) и сравнивая коэффициенты обеих частей равенства, 
получим систему рекуррентных уравнений, в частности для функции 0( )x t  

получим выражение 
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Положим 
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Отсюда находим 0b  
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0a  – произвольная постоянная. 

Следовательно, нулевое приближение 0( )x t  определяется согласно 

выражению 
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Для коэффициента 1( )x t  разложение получим в виде выражения 
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Определяем 1b  согласно выражению 
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1a  – произвольная постоянная. 
Образуем функцию 
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Отсюда на основании неравенств (5), (6) теоремы 1 получим оценку при 
[0, ]t T∈  

2 2 2
1 1 1

1 2 2
1

2 2
11

1 12 2
1

( )
( , ) ( ) ( ) ( , )

128 ( )

9 2
( , ) ( ).

64

n n

n

bt kT
u t T K u t

k bt kT

t T
K u t a b k bt kT

bt kT

+ +

+

+ε ≤ Ο ε + Ο ε + ε ε +
+

+ε ε + + + + + Ο ε
+

 

Отсюда получим оценку 
1

2 2 2 2
11 1

1 22 2
1

( 3 )
( , ) 1 ( ),

64 ( ) 8
nbt kT t

u t K K
k bt kT

−

+  +ε ≤ − ε + ⋅ Ο ε   +  
 

или  1
2 3( , ) ( , ) ( ), [0, ]n

nx t X t K K t T+ε − ε ≤ Ο ε ∈  и 0[0, ]ε∈ ε  

где 

2
1 2 1

12 2 2 2
1 1 1 1

3 2 2
1

( , )
max , 1 (1 ) (1 ) ,

( 5 ) 9
1 .

128 ( ) 64

t

f t x
K K T a b t K T

x

K bt kT K t
K

k bt kT

−

∂= = + + + + + +
∂

 ε + ε= − − + 

 

Таким образом, теорема доказана. 

Теорема 3. Если в области 
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