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Аннотация. С использованием аналитических зависимостей для двигателя постоянного тока 
исследована модель практической реализации одного типа оптимального управления 
движением объекта с учетом экономии энергии. Численный эксперимент подтверждает, что 
при управлении типа «разгон-торможение» с достижением цели движения удается сэкономить 
энергию на 40%. 
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Abstract. Using analytical dependencies for a DC motor a model of practical implementation of one 
type of optimal control of the motion of an object was investigated taking into account significant 
energy savings. A numerical experiment confirms that with this "acceleration-deceleration" control, in 
comparison with the classical control, it is possible to save energy by more than 40% with reaching 
the goal of motion. 
 

Введение 
Развитиt теории оптимального управления движением объектов и ее 

эффективному использованию при решении актуальных задач техники 
посвящены работы [1-7].  

Решение полной обратной задачи вариационного исчисления означает путь 
– от задаваемой аналитической функции, описывающей предполагаемое 
движение через уравнение Эйлера, решением которого является эта функция, к 
восстановленному функционалу-критерию, минимум которого подтверждает 
оптимальность конструируемого движения [8-12]. 

Традиционно, как известно, без предварительного задания критерия задача 
синтеза оптимального управления не является корректно поставленной. Однако, 
в ряде работ на примерах показано, что оптимальные управления находятся в 
результате конструирования без предварительного задания критерия [8-10]. Итак, 
сущность такого конструирования управления заключается в реализации 
следующих этапов: первично – формулировка цели движения, а вторично – 
появление, как результат конструирования функционала-критерия, 
необходимость и достаточность экстремума которого подтверждает 
оптимальность движения.  
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Анализ энергоемкости реверсионно конструируемых управлений 
В работах [8-12], как следствие аналитических и численных экспериментов, 

в результате обобщений получены универсальные аналитические зависимости 
для перемещения, скорости и ускорения (управления) при поступательном 
движении объекта, которые по аналогии для вращательного движения 
записываются следующим образом: 
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где φ1 – максимальный угол поворота; Т – общее время движения; n – степень 
полинома. Перемещение осуществляется из исходного покоя (φе(0)=0, ωе(0)=0) в 
конечное состояние покоя (φе(Т)=0, ωе(Т)=0) за заданные φ1, Т . С целью оценки 
тенденции снижения энергетических затрат выполнено сравнение двух типов 
управлений: n=1 соответствует известному управлению, полученному 
вариационным методом теории оптимального управления [7]; n=7 – реверсионно 
конструируемое управление. 

Для случая n=1 выражения для угла поворота, угловой скорости и углового 
ускорения (управления)  
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Энергия, затраченная на реализацию управления с учетом его косой 
симметрии  
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где J – физический момент инерции. 
В случае n=7 
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Энергия, затрачиваемая на реализацию движения 
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Управлению электроприводами постоянного и переменного тока 
посвящена работа [14], в которой вариационными методами найдены управления, 
обеспечивающие эффективную эксплуатацию электродвигателей. 

В [15], например, оптимальные управления для различных классов 
двигателей найдены с учетом ограничения на нагрев. В [16] при решении задачи 
управления электродвигателями с учетом ограничений использовалось 
вариационное исчисление, принцип максимума и динамическое 
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программирование. Новые задачи оптимального управления электрическими 
двигателями рассмотрены в [17]. Упрощения моделей управления [14−17] 
связаны с необходимостью преодоления трудоемких аналитических 
преобразований, к которым приводили алгоритмы поиска управлений. 

Цель исследований – моделирование оптимального управления 
электродвигателем постоянного тока с учетом экономии энергии на реализацию 
движения. Схема двигателя изображена на рисунке 1. 
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Рис. 1. Схема двигателя 

 
Задача поиска оптимального тока ( )яI t  и напряжения ( )U t  сводится к 

следующему алгоритму: при заданном уравнении вращения якоря 
электродвигателя, времени T  работы двигателя найти такой закон ( )яI t , при 

котором обеспечивается заданный угол 1
0

φ

T

dtω =∫ , где ω  – угловая скорость. 

Дифференциальное уравнение вращения якоря электродвигателя с учетом 
сопротивлений  

1A C
d

J M M k
dt

ω ω= − − , (6) 

где J  – момент инерции всех элементов системы, приведенный к валу 
электродвигателя; AM  и CM – активный момент и момент сопротивления, 
приведенный к валу двигателя; 1k  – коэффициент пропорциональности.  

Приведенный момент инерции  
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где дJ – момент инерции вращающихся частей двигателя; 1J , 2J  – моменты 
инерции шестерен передачи; i  – передаточное число; m – масса каретки; h  – шаг 
ходового винта. Активный момент двигателя  
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частоты вращения. Постоянный момент сопротивления, приведенный к валу 

электродвигателя: 
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сила сопротивления, приложенная к каретке; тр трF f mg= – сила трения; трf – 

коэффициент трения скольжения. 
С учетом (8) из (6) следует выражение для тока якоря 
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1 d
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При известной функции )t(яI  напряжение:  

Ш
Ш Ш Ш

dI
U E R I L

dt
= + + , (10) 

где ωcE = – э.д.с. двигателя; яL – индуктивность якорной цепи. Формула (10) 
может быть переписана следующим образом: 
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Пример. Исходные данные: 
1 0,025D м= ; 2 0,05D м= ; i 2= ; 1 0,98η = ; 2 0,98η = ; 0,005b м= ; h 0,005 м= ; 

37800кг мρ = ; m 1,5кг= ; трf 0,2= ; нU 48В= ; нM 0,29Нм= ; нP 90Вт= ; 
1314н сω −= ; янI 3,5А= ; яR 6,28Ом= ; 2

дJ 0,00052кг м= ; яL 0,026Гн= ; 

1k 0,001= ; 1T с= ; 2A Дж= ; ян я н( I R )нc U ω= − , 1 / 2φ π= . 

Графики полученных зависимостей изображены на рисунке 2 а, б, в. 
График ( )tϕ  изображен на рисунке 3.  

 
 

 

 
Рис. 2. Графики зависимостей а) t)(I я=яI ; б) )(tωω = ; в) )(tUU = ; 
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Задача оптимального управления без учета потери на нагрев. 
Необходимо найти управляющий момент AM  на валу двигателя, при 

котором достигается заданный угол поворота 2 0
0

T
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мощности управления 2
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Для функционала (12) уравнение Эйлера  
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после преобразований, сводится к виду:  
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где 2 2
11 2 k CB J M Jλ= + , 2 2 2

1k k J= . 
В случае скорость и ускорение каретки, после определения ( )tω  и ( )tε , 

находятся как: 2V h iω π= ; ( ) 2a t iε π= . 
 

Выводы 
1. Естественно, что с возрастанием степени полинома, характеризующего 

управляемое движение, наблюдается экономия энергии для достижения цели 
движения как при использовании двигателей постоянного и переменного тока, 
так и в случае применения пневмопривода. 

2. При оптимальном перемещении объекта с элементами конечной 
жесткости в состояние абсолютного либо относительного покоя время движения 
находится из моментных соотношений в относительном движении. 
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