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Аннотация. В работе рассмотрена краевая задача для бесконечного радиально неоднородного полого кругового 
цилиндра. Показано, что в общем случае математической моделью такой задачи является однородное 
обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с переменными коэффициентами и двумя 
граничными условиями. Отмечено, что построение аналитического решения полученного дифференциального 
уравнения возможно только при определенных видах и соотношениях между коэффициентами. Приведены 
решения для нескольких таких соотношений. На примере случая, когда коэффициент Пуассона постоянен, а 
модуль Юнга меняется по экспоненциальному закону, показан процесс построения аналитического решения. 
Отмечено, что полученное решение позволяет проводить вычисления как с возрастающим вдоль радиальной 
координаты, так и с убывающим модулем Юнга. 
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Abstract. The paper considers a boundary value problem for an infinite radially inhomogeneous hollow circular 
cylinder. It is shown that in the general case, the mathematical model of such a problem is a homogeneous ordinary 
differential equation of the second order with variable coefficients and two boundary conditions. It is noted that the 
construction of an analytical solution of the resulting differential equation is possible only with certain types and ratios 
between the coefficients. Solutions for several such relations are given. Using the example of the case when the 
Poisson's ratio is constant and the Young's modulus varies exponentially, the process of constructing an analytical 
solution is shown. It is noted that the obtained solution allows calculations to be carried out both with increasing along 
the radial coordinate and with decreasing Young's modulus. 
 

Введение. Технологии, используемые в настоящее время, позволяют изготавливать 
детали и изделия, свойства и структура которых переменны. Этого можно достичь, например, 
при помощи различных методов технологии аддитивного производства. Различные 
неоднородности могут возникнуть и за счет последующей обработки уже готовых изделий. 
Такие свойства могут быть получены как намерено для обеспечения долговечности и 
износостойкости детали в сочетании с небольшой массой, теплопроводностью и т.п., так и за 
счет особенностей производства. В обоих случаях напряженно-деформированное состояние 
полученных неоднородных тел при их взаимодействии с другими телами будет отличаться от 
напряженно-деформированного состояния однородного тела, например, с усредненными 
характеристиками. Поэтому все эти особенности необходимо учитывать при произведении 
расчетов. 

В промышленности, приборостроении и машиностроении широко используются 
различные толстостенные цилиндры. Примерами таких цилиндров могут служить 
водопроводные и буровые трубы, газо- и нефтепроводы и т.д. В ряде случаев их можно 
считать осесимметричными круговыми полыми цилиндрами с постоянной толщиной. Более 
того, внешние и внутренние нагрузки также могут обладать осевой симметрией. Такое 
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происходит, например, когда труба находится под внутренним давлением, а снаружи на нее 
надета муфта. Для обеспечения жесткости конструкции в сочетании с другими 
необходимыми свойствами такие трубы целесообразно изготавливать либо из нескольких 
слоев, либо из неоднородного материала. Данная работа посвящена постановке и решению 
задач в случае, когда труба обладает радиальной неоднородностью. Подобные задачи 
ставились и решались, например, в работах [1-10], однако некоторые аналитические решения 
в данных работах имели ряд ограничений при их использовании. 

Настоящая статьи посвящена постановке краевых задач для радиально неоднородных 
полых круговых цилиндров при осесимметричных граничных условиях, обзору случаев, 
когда можно построить аналитическое решение, а также демонстрации построения 
аналитического решения для экспоненциальной зависимости модуля Юнга от радиальной 
координаты. 

 

Постановка задачи. Рассмотрим полую цилиндрическую круговую трубу, 
изготовленную из неоднородного материала, упругие свойства которой зависят только от 
радиальной координаты, т.е. модуль Юнга E = E(r) и коэффициент Пуассона ν = ν(r). Такая 
труба находится под внешним воздействием, которое также предполагается 
осесимметричным. Такими воздействиями могут, например, быть внутреннее и внешнее 
давления (в этом случае на внутренней и внешней гранях будут заданы радиальные 
напряжения), жесткие удерживающие элементы (муфты и вставки, в этом случае будут 
заданы соответствующие радиальные перемещения), либо комбинации этих факторов. В 
результате этого труба находится в напряженно-деформированном состоянии. Задача состоит 
в том, чтобы определить перемещения, деформации и напряжения, возникающие в трубе. 

 

Математическая модель. Для нахождения параметров напряженно-деформированного 
состояния выпишем основные уравнения в цилиндрической системе координат (см., 
например, [11]), из которых в дальнейшем будет получено основное дифференциальное 
уравнение: 

1) уравнение равновесия: 
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3а) определяющие соотношения в плоско-деформированном случае: 
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3б) определяющие соотношения в плоско-напряженном случае: 
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В соотношениях (1)-(4) )(rrσ  и )(rθσ  – радиальное и окружное напряжения, 

)(rrε  и )(rθε  – радиальная и окружная деформации, )(ru  – радиальное перемещение. 

Из формул (1)-(3) или (1), (2), (4), в зависимости от состояния (плоско-
деформированного или плоско-напряженного), можно получить математическую модель 
рассматриваемой задачи 

а) в плоско-деформированном случае 
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б) в плоско-напряженном случае 
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Полученные уравнения следует дополнить краевыми условиями. Например, если 
внутри и снаружи заданы давления, то такие условия примут вид: 

outoutinin )(,)( PrPr rr == σσ . (7) 

Если же, например, внутри и снаружи труба взаимодействует с некоторым жестким 
телом (насажена на вал, закреплена в муфте и т.п.), то краевые условия будут следующими 

outoutinin )(,)( uruuru == . (8) 

Здесь inr  – внутренний радиус трубы, outr  – внешний радиус трубы. Возможна и 

комбинация граничных условий. 
В результате, математическая модель рассматриваемой задачи представляет 

дифференциальное уравнение (5) или (6) и два дополнительных краевых условия, например, 
(7) или (8). 

 

Обзор имеющихся аналитических решений. Как уже было указано ранее, в ряде 
случаев дифференциальное уравнение (5) или (6) допускает построение аналитического 
решения. Укажем такие случаи. 

Случай 1. Модуль Юнга линейно зависит от радиальной координаты (возрастает), а 
коэффициент Пуассона постоянен, т.е. 

)0()(,)( 0 >≡+= krbkrrE νν . (9) 

Тогда уравнения (5) и (6) приводятся к виду 
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где 0
~ νν =  в плоско-деформированном случае и )1/(~

00 ννν −=  в плоско-напряженном случае. 

Общее решение полученного дифференциального уравнения (10) (см. [1, 2]) имеет вид 
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где νγ ~451 −+= , а ( )LF  — гипергеометрические функции. Следует отметить, что при 
0<k  решение будет иметь аналогичный вид, однако в имеющихся работах это не отражено. 
Случай 2. Модуль Юнга обладает степенной зависимостью от радиальной координаты, а 

коэффициент Пуассона постоянен, т.е. 
)0()(,)( 0 >≡= krkrrE m νν . (12) 

Тогда уравнения (5) и (6) приводятся к виду 
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где коэффициент ν~  определяется так же, как и в случае 1. 
В [3-8] показано, что общее решение уравнения (13) представимо в виде 
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где 
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Отметим, что такая зависимость имеет физическое (механическое) ограничение на 
параметр k, который не может быть отрицательным (модуль Юнга всегда положителен). 
Отдельно упомянем случай m = 0, т.е. когда модуль Юнга постоянен. Тогда задача 
приводится к известной задачи Ламе и из (14) и (15) следует, что 

rC
r

C
ru 2
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Случай 3. Возрастающая экспоненциальная зависимость модуля Юнга при постоянстве 
коэффициента Пуассона, т.е. 

)0()(),exp()( 0 >≡= krrkrE ννλ . (17) 

В работах [9, 10] представлено решение лишь для случая, когда 0>λ , т.е. для 
возрастающего с ростом радиальной координаты модуля Юнга (в следующем разделе данный 
недостаток будет устранен). Уравнения (5) и (6) приводится к виду 
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а общее решение (18) выражается при помощи функций Уиттекера )(M 1,2/1~ rλν −  и 

)(W 1,2/1~ rλν − : 
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Отметим, что для всех указанных случаев, после нахождения построения общего 
решения необходимо определить константы C1 и C2 из дополнительных условий, например, 
из (7) или (8). 

 

Построение аналитического решения для экспоненциальной зависимости модуля 
Юнга. Как было указано выше, для случая экспоненциальной зависимости модуля Юнга от 
радиальной координаты ранее было приведено решение, когда данная зависимость является 
возрастающей. Ниже будет указан метод решения уравнения (18) и построено решение как 
для случая возрастающего модуля Юнга ( 0>λ ), так и для случая убывающего модуля Юнга 
( 0<λ ). 

В первую очередь, для построения решения произведем следующую замену 
переменных в уравнении (18) 

)()()(, 21 xfxfruprx == . (20) 

Здесь x – новая переменная, p – постоянная, )(1 xf  и )(2 xf  – новые неизвестные 
функции. В результате мы получаем новое уравнение 
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Второе слагаемое в (21) исчезнет в случае, если выражение в квадратных скобках будет 
равно нулю. В этом случае 
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Подставляя (22) в (21), получим 
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Для приведения уравнения (23) к уравнению Уиттекера произведем еще одну замену 
переменных 
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где s – новая переменная. 
Тогда уравнение (23) примет вид 

.0)(
1

4

3~2/1

4

1
)(:0

,0)(
1

4

32/1~

4

1
)(:0

2

2

=




 −−+−+′′<

=




 −−+−+′′>

sy
ss

sy

sy
ss

sy

νλ

νλ
 (25) 

Таким образом, получены уравнения Виттекера с параметрами 1,2/1~ −ν  для случая 
0>λ  и 1,~2/1 ν−  для случая 0<λ . Их общие решения имеют вид 
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где )(sM
L

 и )(sW
L

 – функции Уиттекера. 
Сделав в (26) обратные замены переменных по формулам (20), (22), (24), получим 

общее решение для перемещений 
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Постоянные C1 и C2 определяются из дополнительных условий. 
 

Результаты и выводы. В статье приведен ряд аналитических решений краевой задачи 
для полого кругового радиально неоднородного цилиндра при некоторых видах 
неоднородности. Для экспоненциальной зависимости модуля Юнга от радиальной 
координаты при постоянном коэффициенте Пуассона подробно расписан порядок 
нахождения аналитического решения. 

Так как при построении математических моделей разнообразных контактных и износо-
контактных задач используются результаты решения граничных задач, то полученные 
результаты можно использовать при формулировке и решении ряда контактных задач для 
неоднородных цилиндрических тел. 

Таким образом, приведенные и полученные аналитические решения краевых задач, а 
также последующие их применения в контактных задачах, предоставляют возможность 
вырабатывать рекомендации практического характера, которые можно будет использовать в 
научно-исследовательской, проектно-конструкторской и производственной практике. Это 
предоставляет возможность на этапе проектирования механизмов и конструкций вносить 
необходимые изменения и добиваться лучших характеристик конечного изделия. 
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